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Boolesche Felder zur Behandlung des Erfiillbarkeitsproblems fiir
konjunktive Normalformen

Es besteht die Moglichkeit, eine Abbildung zu definieren, die konjunktive Normalformen auf
boolesche Felder abbildet. Dies geschieht in einer Form, dass Produkte der Felder mit
Erfiillbarkeitsbedingungen der konjunktiven Normalformen vertréglich sind. Erfiillende
Belegungen der Elementaraussagen fiir eine erfiillbare konjunktive Normalform kdnnen dann
durch Fixpunkte von Abbildungen boolescher Vektoren ermittelt werden. Hieriliber wird die
Erfiillbarkeit von konjunktiven Normalformen in Polynomialzeit entscheidbar, fiir die dies
bisher noch nicht bekannt war [3],[4]. Es gibt eine aufsteigende Klasse von k-dichten
konjunktiven Normalformen, deren Erfiillbarkeit mit einem Aufwand von O(n 3"_1)

booleschen Operationen entscheidbar ist. Sind die Werte von k im Verhiltnis zu n groB3, so ist
diese GrofBenordnung mit einem exponentiellen Aufwand vergleichbar.

Kurzfassung

Eine 1-KNF wird auf einen booleschen Vektor abgebildet. Eine Eins in der i-ten Komponente
bedeutet, dass die Elementaraussage 4. in der 1-KNF aufiritt und damit gleichzeitig, dass in
einer erfiillenden Belegung A, mit Wahr belegt werden muss. Eine Null in der i-ten
Komponente bedeutet aber nicht, dass die Elementaraussage 4; mit Falsch belegt wird.
Stattdessen werden zusitzlich die Aussagen 4,,, <> A, hinzugenommen, wobei n die Anzahl
der betrachteten Elementaraussagen ist. Die 1-KNF wird durch einen Vektor mit 2n
Komponenten dargestellt. Tritt 4, in der 1-KNF auf, so wird die (n+i)-te Komponente des

Vektors zu 1 gesetzt. Dies bietet zum einen die Moglichkeit, partielle Belegungen der
Elementaraussagen darzustellen. Zum anderen konnen auch auftretende Widerspriiche in der
1-KNF im Vektor dargestellt werden.

Eine 2-KNF wird auf eine boolesche Matrix 4 abgebildet. Diese Matrix erhélt man auch als
Adjazenzmatrix des gerichteten Graphen, der iiber die 2-KNF bestimmt ist [1],[2]. Wobei die
Diagonalelemente zusétzlich den Wert 1 besitzen. Ist die 2-KNF erfiillbar, so kann einer
erfiillenden Belegung ein Vektor x zugeordnet werden, der Fixpunkt unter der Abbildung

F,: x> x-4 ist.

Die Rechnungen in den Komponenten finden immer in der booleschen Algebra statt.

Diese Fixpunkte lassen sich iiber die Zeilen einer idempotenten Matrix A* bestimmen. Zu

jeder hier betrachteten Matrix 4 gibt es & < (2n)’, so dass 4" idempotent ist.




Besitzt sowohl eine i-te Zeile als auch eine (i+n)-te Zeile der Matrix A" einen Widerspruch,
so ist die 2-KNF nicht erfiillbar. Da die Abbildung F, linear ist, bilden sonst die

widerspruchsfreien Zeilen der Matrix A" eine Art Basis fiir Fixpunkte, die zu erfiillenden
Belegungen der Elementaraussagen fiihren.

Eine 3-KNF wird auf ein dreidimensionales Feld 7 abgebildet. Auch hier gilt analog: Ist die
3-KNF erfiillbar, so kann einer erflillenden Belegung ein Vektor x zugeordnet werden, der
Fixpunkt unter der Abbildung F; : x+> x-(x-T) ist.

Zunidchst ist es moglich, T durch wiederholte Anwendung eines Produktes in maximal (211)3

Schritten in ein dreidimensionales Feld T zu iiberfiihren, in dem jede Zeile ein Fixpunkt unter
der Abbildung F; ist. Es gibt 3-KNF, bei denen auf diesem Wege die Erfiillbarkeit mit

einem Aufwand von maximal O(n8 ),entschieden werden kann. Auf Seite 18 findet sich dafiir

ein Beispiel. Anders als bei der 2-KNF ist die Fixpunktabbildung aber nicht linear, so dass
nicht immer eine Entscheidung getroffen werden kann. Denn die Summe partieller Fixpunkte
muss nicht selber wieder ein Fixpunkt sein.

Fiihrt die Behandlung von 7 nicht zur Entscheidung, ob eine 3-KNF erfiillbar ist, so besteht
die Moglichkeit hoher dimensionale Felder zu betrachten. Uber das innere Produkt S =7 -T
entsteht ein vierdimensionales Feld. Im Urbild dieses Feldes finden sich neben den in der
vorgegebenen 3-KNF vorhandenen Klauseln noch mogliche Resolventen mit vier Literalen.

Wieder gibt es eine Abbildung F, : x > x-(x-(x-S))

Erfiillende Belegungen der 3-KNF fiihren zu Fixpunkten der Abbildung F, und es kann

ebenfalls ein Abschluss des Feldes tiiber iterierte Anwendung eines Produktes erreicht werden.
Die Menge der KNF, deren Erfiillbarkeit hieriiber entschieden werden kann, ist echt enthalten
in der Menge, die bereits liber die Betrachtung von 7 entscheidbar waren. Der Aufwand zur

Behandlung von S ldsst sich durch O(n”) nach oben abschitzen.

SchlieBlich kann S wiederholt mit 7" multipliziert werden. Bei jeder Multiplikation erhéht sich
die Dimension um Eins. Die Menge der entscheidbaren KNF vergrofert sich einerseits,

andererseits wichst der Rechenaufwand exponentiell zu O(n 3"_1) fir ein A-dimensionales
Feld.




Vorbemerkung

Alle Ausfiihrungen beziehen sich auf KNF in den n Elementaraussagen 41, ...,4n sowie ihren
Negationen. Dabei ist n beliebig aber fest gewdhlt. Zu den Elementaraussagen werden noch

folgende n Aussagen als 4, :<> A, hinzugenommen. In der KNF werden alle Negationen

A, durch A ersetzt.

Die Disjunktion lésst sich dquivalent als Subjunktion darstellen. Eine Klausel der Form
Av Bv C ist zum Beispiel dquivalent zu A4 (}_3 - C ) Damit werden alle Klauseln als

Ketten von Subjunktionen dargestellt. Es wird aber weiter von Klauseln gesprochen. Es gibt
k! Moglichkeiten eine Klausel mit k£ Literalen durch eine Subjunktionskette darzustellen. Dem
wird spiter Beachtung geschenkt. Zunéchst wird eine Subjunktionskette ausgewahlt.

Weiter ldsst sich jede k-Klausel zu einer (k +1)-Klausel dquivalent umformen, indem eines der
auftretenden Literale nochmals mit einer Disjunktion hinzugefiigt wird. Bei einer AKNF kann
davon ausgegangen werden, dass alle Klauseln &-Klauseln sind.

Alle Rechenoperationen fiir die Komponenten der Felder finden in der booleschen Algebra
statt.

Alle k-dimensionalen Felder besitzen (2n)k Komponenten.

Wenn nichts anderes bemerkt ist, gilt fiir alle Indizes 1 <i<2n .

Boolesche Felder

Ein k-dimensionales Feld 7' = (tilm i ) heillt Boolesches Feld, wenn seine Komponenten ¢,

boolesche Grofen sind.
Eindimensionale Felder x = (xi) werden auch Vektoren genannt. Zu einem Vektor gehdrt

die Indexmenge 7 = {i |xl. = 1}.

Zweidimensionale Felder M = (aij) werden auch Matrix genannt. Die Zeilen einer

booleschen Matrix sind boolesche Vektoren und werden mit M, = (ai j) bezeichnet.

Bei einem dreidimensionalen Feld 7' = (ti ; k) bilden alle Komponenten, deren erster Index i
ist, eine Untermatrix 7, = (tij i ) Alle Komponenten, deren erster Index i und deren zweiter

Index j ist, bilden Vektoren 7, = (ti m ) Diese Vektoren werden auch Zeilen des Feldes T

genannt.




Rechenoperationen fiir boolesche Felder

Zwei k-dimensionale Felder kdnnen wie iiblich komponentenweise addiert werden. Die
Addition wird in der booleschen Algebra ausgefiihrt. Es iibertragen sich das Assoziativ- und
das Kommutativgesetz aus dem Rechnen mit reellen Zahlen. Es gibt hier kein Inverses der
Addition.

Schreibweise: U +V

Ein k-dimensionales Feld kann mit einem Vektor multipliziert werden. Dabei entsteht ein
(k-1)-dimensionales Feld. Fiir einen Vektor und eine Matrix ist dies das gewohnte Produkt.
Alle Rechenoperationen fiir die Komponenten werden jedoch in der booleschen Algebra
durchgefiihrt.

Essei T = (tilmik) und x = (x,). Dann ist

x-T= (clémik ) mit

Cii, = Zx_/ LITA
J

Zwei Matrizen konnen wie gewohnt miteinander multipliziert werden. Auch hierbei werden
die Rechenoperationen fiir die Komponenten in der booleschen Algebra ausgefiihrt.

Die Multiplikation erfiillt das Assoziativgesetzt und die Distributivgesetze mit der Addition.

Allgemein kann ein k-dimensionales Feld 7' = (til " ) mit einem m-dimensionalen Feld

S = (si1 i ) multipliziert werden. Dabei entsteht ein (k +m — 2)-dimensionales Feld

T-S=U=u, ) mit r=k+m—2, wobei

u4444=2t44'S<<
el J1 e It bl p P Jm=1

P

Enthaltensrelationen fiir boolesche Felder

Gilt fiir zwei boolesche Felder U = (uil 4..1‘,{) und 7' = (til i ), dass fiir jede Indexkombination

gilt: u, , =1 = ¢, =1,soistdasFeld Uim Feld T enthalten.

i i
Schreibweise: U T .

Beispiele:

UTcU+T

Ist die Einheitsmatrix in den Matrizen 4 und B enthalten, so gilt:

A Bc A-B




Abbildung der konjunktiven Normalformen in die Booleschen Felder

Es wird eine invertierbare Abbildung L definiert, die jeder k~-KNF, die nur £-Klauseln enthilt,
ein k-dimensionales boolesches Feld zuordnet. Dabei kann jede A-KNF édquivalent zu einer

k-KNF umgeformt werden, die ausschlieBlich k-Klauseln enthilt. Dazu werden Klauseln, die
weniger Literale enthalten, bereits in der Klausel vorkommende Literale hinzugefiigt. So gilt
zum Beispiel: Av B AvBv A.

Die Elementaraussagen und damit auch die 1-KNF werden auf boolesche Vektoren
abgebildet:

L(4)=e fir i=1...n
L(4)=e,, fir i=1..n
Dabei sind die ¢, fiir i=1...2n die Standardbasisvektoren des IR*".

Es seien 4 und B zwei k-KNF, dann wird die Konjunktion aussagenlogischer Formeln
allgemein durch die Addition der zugehorigen Felder realisiert:

L(4AB):=L(4)+ L(B)

Anders als in der booleschen Algebra wird also die Konjunktion durch Addition simuliert.
Die Disjunktion wird — wie bereits erwéhnt — {iber Subjunktionen dargestellt. Es sei B eine
Klausel mit m Literalen, dann wird die Abbildung L fiir die Subjunktion wie folgt rekursiv
definiert:

L(4, — B):=¢, ® L(B)
Dabei ist e, ®...®e, ein k-dimensionales Feld 7' = (til " ), fiir das nur die Komponente

t den Wert 1 besitzt. Alle anderen Komponenten besitzen den Wert 0.

ek
Eine 2-KNF wird hiertiber auf eine Matrix abgebildet, deren Komponenten a,; genau dann

den Wert 1 besitzen, wenn die Klausel (A7 - Aj) in der 2-KNF auftritt.

Satz 1:

Fiir einen Vektor x und ein k-dimensionales Feld 7 mit £ >1 gilt:
L ()AL (T)= L' (x-T)
Fiir ein k-dimensionales Feld 4 und ein m-dimensionales Feld B mit &, m >1 gilt:

L (4)AL(B)=L"(4-B)

Dies gilt, da alle neu auftretenden Klausel in L™ (x -T ) sowie in L7(4- B) Resolventen

der vorgegebenen Klauseln sind.




Definition fiir die Indizes
Um die Darstellung zu vereinfachen wird folgende Definition eingefiihrt.

[i]_:{ i+n fiir i<n

i—n lir n<i<2n

Damit ist A[i] = g Jiroisn
A fir n<i<2n

—-n

Aj st in jedem Fall die Negation von 4.

Boolesche Vektoren und Belegungen einer KNF

Ein boolescher Vektor x = (x,) stellt eine 1-KNF dar:

L'(x)= A 4

iel,
Eine solche 1-KNF ist genau dann nicht erfiillbar, wenn fiir ein i sowohl A4, als auch A in der
Konjunktion vorkommen. Daraus ergibt sich folgende Definition:
Ein boolescher Vektor heilt widerspruchsfrei, wenn fiir 1 <i < 2n gilt:
iel, = [ilel, .
Eine zuldssige Belegung der Elementaraussagen bei einer erfiillbaren 1-KNF kann
unmittelbar abgelesen werden. Diese Belegung wird fiir einen widerspruchsfreien Vektor x
mit B(x) bezeichnet. Nur wenn fiir jedes 1<i<n gilt: iel v[i]el, ,liefert B(x) auch

eine vollstindige Belegung der Elementaraussagen. Daraus ergibt sich folgende Definition:
Ein boolescher Vektor heifit vollstindig, wenn fiir 1 <i < n gilt:

ielxv[i]elx .

Eine k-KNF ist also genau dann erfiillbar, wenn es einen vollstdndigen, widerspruchsfreien
Vektor x gibt, so dass B(x) eine zulissige Belegung der A&-KNF ist.




Boolesche Matrizen und die 2-KNF

Es ist bereits bekannt, dass die Erfiillbarkeit der 2-KNF in Polynomialzeit entscheidbar ist [1],
[4]. Die hier vorgestellte Vorgehensweise wird spéter fiir die &~-KNF verallgemeinert.
Auflerdem werden die Ergebnisse fiir die 2-KNF dabei benutzt. Daher soll sie vollstandig
dargestellt werden

Eine boolesche 2n x 2n - Matrix M = (aij) stellt eine 2-KNF dar.

Essei [ = {(iaj)‘aij :1} :

Dannist L7'(M)= A (Ai —>Aj)

(i,))el

Die hier beschriebene Matrix ist abgesehen davon, dass die Eintrige als boolesche GroBen
behandelt werden, identisch mit der Adjazenzmatrix des Graphen, der durch die 2-KNF
gegeben ist [1], [2].

Eine boolesche Matrix M, = (cij) hei3t vollstindig, wenn gilt:

Firalle 1<,/ <2n: ¢,, =1 sowie ¢, =1 = ¢y =1

Jede Matrix M kann zu einer vollstindigen Matrix M, ergénzt werden und es gilt:
L'M)eL'(M,)
Dies gilt, da 4, > 4, < A4, — 4, und die Klausel 4, — 4, eine Tautologie ist.

Eine vollstindige Matrix enthilt die Einheitsmatrix und daher gilt fiir vollstdndige Matrizen:

xcx-M,

Satz 2:
x sei ein boolescher Vektor und M = (aij) eine vollstindige boolesche Matrix.

B(x) ist genau dann eine zulissige Belegung fiir die 2-KNF L' (M ) , wenn x ein

vollstandiger widerspruchsfreier Vektor ist und
x-M =x gilt.
d.h. x ist Fixpunkt unter der Abbildung F, : x+>x-M .

In diesem Falle wird x auch Fixpunkt der Matrix M genannt.

Eine 2-KNF L' (M ) ist also genau dann erfiillbar, wenn M wenigstens einen

widerspruchsfreien vollstdndigen Fixpunkt besitzt.




Beweis:
Zunéchst wird angenommen, dass x ein vollstindiger widerspruchsfreier Fixpunkt der Matrix

M ist. Zu zeigen ist dann, B(x) ist eine Belegung der Elementaraussagen, die L' (M ) erfullt.

Angenommen, L~ (M ) wird nicht erfiillt. Dann gibt es eine Klausel 4, — 4, und 4; wurde

mit wahr belegt und 4; wurde mit falsch belegt. Daher ist

aij = 1, X; = 1 )C[j] =1

Mit @, =1, x,=1 erhilt die j-te Komponente von x-M den Wert 1. Da x ein Fixpunkt
der Matrix M ist, gilt also x, =1 . Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass der Vektor x

widerspruchsfrei ist. Womit die eine Richtung der Aquivalenz gezeigt wurde.

Andersherum wird angenommen, dass die 2-KNF L™ (M ) erflillbar ist. Dann gibt es eine
zuldssige Belegung der Elementaraussagen. Daraus kann wie folgt ein boolescher Vektor
x =(x,) gebildet werden:

Fir 1 <i <n werden folgende Belegungen der Komponenten von x vorgenommen: Besitzt
A; den Wahrheitswert wahr, so belegt man: x, =1 x,; =0 . Besitzt 4; den Wahrheitswert

falsch, so belegt man: x; =0 x,;=1.

Die Belegung gewihrleistet, dass x vollstindig und widerspruchsfrei ist. Nun bleibt zu
zeigen, dass x ein Fixpunkt der Matrix M ist.

Angenommen, x ist kein Fixpunkt der Matrix M. Da M vollstandig ist, gilt: x < x- M .
Giltnun x-M =y =(y,)#x ,sogibteseinimit y, =1 und x,=0 .

Daher muss es eine Komponente ¢;; =1 mit j =i der Matrix M geben sowie x; =1 gelten.

Mit ¢, =1 enthilt die 2-KNF die Klausel 4, > 4, . Mit x; =0 wurde die Aussage 4; mit

falsch belegt, denn x ist vollstindig. Mit x, =1 wurde die Aussage 4; mit wahr belegt. (Bei

A;und 4; kann es sich auch um Negationen der urspriinglichen n Elementaraussagen handeln.)
Dies widerspricht aber der Annahme, dass die Belegung der Elementaraussagen die 2-KNF
erfiillt. Also muss x ein Fixpunkt der Matrix M sein.

Ermittlung der zulissigen Belegungen einer 2KNF

Gegeben sei eine 2-KNF und die zugehorige vollstandige Matrix M = (aij) . Man bildet die

Folge von Matrizen:

B(O) = M

k+2
By =M-By)=M




Dann gibt es £, fiir das gilt: B =B, .

Das Produkt zweier vollstdndiger Matrizen ist wieder vollstandig. Es gilt also B, < B, -
Wenn die beiden Matrizen nicht gleich sind, so besitzt B, wenigstens eine Komponente

weniger, deren Wert 0 ist. Spétestens nach 4n* Schritten, gilt also By =B -

Da das Assoziativgesetzt fiir die Multiplikation gilt, kann die Matrix B,) auch durch die
Folge
C(O) = M

2k+1

2
Clony=Cy =M

gebildet werden. Die Matrizen C,) sind dann bereits fir k >2-/d(n)+1 idempotent und es

gllt C(k+)1 = C(k)

Ist die Matrix M* idempotent, so wird sie als Abschluss der Matrix M bezeichnet .
Schreibweise: M .

Die Matrix M = (c, ) besitzt dieselben Fixpunkte wie die Matrix M.

ij
Da bei der Matrixmultiplikation die Zeilen der ersten Matrix mit der zweiten Matrix

multipliziert werden, sind nun alle Zeilen der Matrix M Fixpunkte von M und damit auch
Fixpunkte von M.

Weiter ist die Abbildung F, : x > x- M als Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix
linear. Dies bedeutet, dass Summen von Fixpunkten wieder Fixpunkte der Matrix M sind. Die

Linearkombinationen von Zeilen der Matrix M sind also die Fixpunkte der Matrix M . Dies
sind auch alle moglichen Fixpunkte, denn es gilt:

Ist x ein Fixpunkt der Matrix M und ist x, =1 , so ist die i-te Zeile der Matrix M inx
enthalten, daja x=x-M .
Nun sind noch die vollstandigen widerspruchsfreien Fixpunkte zu identifizieren.

Enthilt die i-te Zeile der Matrix M einen Widerspruch, so gilt: ¢rpp=1.Aus L (]W )
(und damit natiirlich auch aus L™'(M) ) lisst sich dann die Einsklausel 4, ableiten.

Die Matrix M enthilt einen Widerspruch, wenn es i gibt mit c, (] =€) =1 - In diesem Falle

besitzt M keinen vollstindigen widerspruchsfreien Fixpunkt und die 2-KNF L™ (M ) ist
nicht erfiillbar.

Entsprechend nennt man die Matrix M widerspruchsfrei, wenn fiir alle i gilt:




Ci[i] = 0 \Y4 c[i]i = 0 .

Bei einer widerspruchsfreien Matrix ist also fiir alle £ mit 1 < k <» von der k-ten Zeile und
der (k + n)-ten Zeile wenigstens eine widerspruchsfrei.

Satz 3:

Essei M eine vollstindige, abgeschlossene, widerspruchsfreie Matrix und x = (xi) ein
widerspruchsfreier Fixpunkt von M . Weiter sei x, = X =0, wobei 1<k <2n , und die &-

te Zeile M, von M sei widerspruchsfrei.

Dann ist auch x + M, widerspruchsfrei.

Damit konnen vollstindige widerspruchsfreie Fixpunkte der Matrix M iterativ als Summen

der Zeilen von M zusammengesetzt werden. Da es fiir die Uberlegungen zur 3-KNF von
Bedeutung ist, wird noch die Anzahl der verschiedenen vollstindigen widerspruchsfreien
Fixpunkte abgeschitzt. Ist M nicht widerspruchsfrei, so ist die zugehdrige 2-KNF L™ (]W )
nicht erfiillbar. Alle weiteren Ausfiihrungen setzen voraus, dass M = (CU) widerspruchsfrei

1st.

Bisher wurden 1-Klauseln der Form A4; dadurch erkannt, dass in der Matrix M die [i]-te Zeile
einen Widerspruch enthilt. Jeder vollstandige widerspruchsfreie Fixpunkt x muss dann

erfiillen: M,  x Dies wird durch die einfache Matrixmultiplikation nicht erreicht. Daher

wird M noch zu einer kompletten Matrix M = (dy) erginzt, indem zu jeder Zeile von M

alle Zeilen M, addiert werden, fiir die gilt, dass (1 einen Widerspruch enthalt.

Um die Menge der Losungen abzuschitzen bezieht man sich nur noch auf die Zeilen, die
nicht zu einer Einsklausel fiihren.

Es sei
I= {1‘ ‘M, und “My; sind widerspruchsfrei }
Ist 7 die leere Menge, so gibt es eine eindeutige Losung. Alle widerspruchsfreien Zeilen der

Matrix “ M sind dann der eine vollstindige und widerspruchsfreie Fixpunkt von M _[p
diesem Fall setzt man &, =0 .
Sind die widerspruchsfreien Zeilen von “A nicht alle vollstindig, so werden Losungen aus

mehreren Vektoren zusammengesetzt. Um abzuschitzen, wie viele Vektoren erforderlich
sind, um einen vollstdndigen Vektor zu erhalten, wird noch die Anzahl der mit 1 belegten

Komponenten in den Zeilen von “ M ermittelt.

mi:‘{k|d1‘k:1}‘




Sowie das Maximum davon.

m zmax{mi|iel}

max

Gilt fiir alle i: m, = n , so sind alle widerspruchsfreien Zeilen vollstdndig und es gibt so viele

Losungen, wie verschiedene widerspruchsfreie Zeilen in der Matrix M auftreten. Ansonsten
konnen Fixpunkte durch Linearkombinationen zusammengesetzt werden. Bei der Addition

von k Vektoren konnen maximal k-m_, Komponenten bestimmt werden. Es werden

min
m

max

mindestens k_, = {——l Zeilen der Matrix bendtigt, um einen vollstandigen Vektor zu

erhalten. Da bei der Addition bei jedem neu hinzugefligten Summanden zwei Wahlen
n

m

max

moglich sind und mindestens k. = { —l Wahlen getroffen werden, gilt fiir die Anzahl

k. der verschiedenen vollstindigen widerspruchsfreien Fixpunkte der Matrix M
ky, > 2%

Die Anzahl der verschiedenen vollstdndigen und widerspruchsfreien Fixpunkte wichst also
prinzipiell exponentiell mit 7.

Es soll noch eine Abschitzung nach oben vorgenommen werden.
Essei m,, = mm{mi|z el

Damit gilt k,, <2.2""mn

Satz 4:

Eine vollstindige boolesche Matrix M besitzt genau dann Fixpunkte, wenn M
widerspruchsfrei ist. Fiir die Anzahl der Fixpunkte &, gilt dann:

Qfmin < fo <DL min

Die Fixpunkte sind Linearkombinationen der Zeilen der Matrix M

Dreidimensionale boolesche Felder und die 3-KNF

Ein boolesches 2n x2nx2n -Feld T = (ti ; k) stellt eine 3-KNF dar.

Essei 1 =1(i,/.k)[1,, =1} .

1

Dannist L™ (T)z A (Ai - (A_/ —> 4, ))

(i,jk el




Wie bereits bei den booleschen Matrizen, wird 7 noch durch Setzung von ¢, =1 ergénzt,

wenn 4. — (Aj - Ak) eine Tautologie ist oder zu einer in L™'(7') vorhandenen

Subjunktionskette dquivalent ist.

Ein dreidimensionales Feld heiBt vollstindig, wenn L™ (T ) alle Tautologien der Form
4 — (Aj - Ak) enthélt und zu 4, — (Aj - Ak) alle 4quivalenten Klauseln
4, - (Am - Ap) enthélt. Ein vorgegebenes Feld S kann vervollstindigt werden. Da in der

zugehorigen KNF nur Klauseln hinzugefligt werden, die zu bereits vorhandenen Klauseln
dquivalent sind oder Tautologien sind, sind die aus S und seiner Vervollstdndigung
resultierenden KNF dquivalent.

Wird ein dreidimensionales Feld 7" = (ti ; k) mit einem Vektor x = (xi) multipliziert, so ist

das Ergebnis der Multiplikation eine Matrix:
2n

x-T=M =(ajk) mit a;, = in i
i=1

Wird diese Matrix, nochmals mit x multipliziert, so entsteht ein Vektor:
2n 2n
x-(x-T)=x-M=(x,) mit x, :zxj a, = in X,
J=l ij=1

Ist 7 vollstindig, so gilt aufgrund der enthaltenen Einheitsmatrizen:

xgx-(x-T)

Satz 5:

x sei ein boolescher Vektor und 7' = (ti ; k) ein vollstdndiges boolesches Feld.

B(x) ist genau dann eine zulissige Belegung fiir die 3-KNF L' (T ) , wenn x ein vollstandiger

widerspruchsfreier Vektor ist und
x-(x-T)=x gilt.
d.h. x ist Fixpunkt unter der Abbildung F, : x = x-(x-T) .

In diesem Falle wird x auch Fixpunkt des Feldes 7" genannt.

Der Beweis erfolgt analog zu dem entsprechenden Satz fiir Matrizen und die 2-KNF.




Die Abbildung ist nicht linear. Es gilt:

(x+3)((x+y)T)=(x+y)-(x-T+y T)=x-(x-T)+x-(y-T)+y-(x-T)+y-(y-T)

Die Summe zweier Fixpunkte ist hier also anders als bei der 2-KNF im Allgemeinen kein
Fixpunkt mehr.

Konstruktion von Fixpunkten dreidimensionaler Felder

Es sei x ein beliebiger boolescher Vektor und 7 ein vollstédndiges dreidimensionales Feld.
Man betrachtet die Folge von Vektoren:

X(O) =X

Xes1) = Xk) '(x(k) 'T)
Entweder gilt:  x,,,) =X, ,oder dic Anzahl der Komponenten von x,,,, die den Wert Null

tragen ist geringer als die entsprechende Anzahl fiir x,). Spétestens fir k = 2n gilt daher

M) = X+
X(4) ist dann ein Fixpunkt von T Dieser Fixpunkt, der aus x hervorgeht wird der Abschluss

von x unter T genannt. x,) muss weder vollstdndig noch widerspruchsfrei sein. Ist x,) nicht

widerspruchsfrei, so besitzen alle Komponenten den Wert 1.

Abschluss des Feldes T

Analog zum zweidimensionalen Fall soll nun das Feld T zu einem Feld T  transformiert
werden. Dabei soll gelten: L™ (7)< L™ (7_“ ) und alle Zeilen von T sollen Fixpunkte von T
sowie von 7 sein.

Bei der gewdhnlichen Multiplikation zweier dreidimensionaler Felder entsteht ein
vierdimensionales Feld.

2n
T-T=(sijk1) mit Skt =Zti_/m 1o
m=1

Dies entspricht der Tatsache, dass mogliche Resolventen zweier Dreiklauseln zunéchst eine
Vierklausel sind.

Es ist jedoch moglich ein Produkt zu definieren, bei dem wieder ein dreidimensionales Feld
entsteht. Dazu wird jede Zeile T, ; durch T}, -(T,.j -T ) ersetzt:

2n
T*T=8=(s,,) mit s, =D,

p.q=1

ijq tqu

Es gilt: L7(T)= L(T*T)

Ist T vollstindig, so gilt: L™ (7)< L™ (T *T)




Beweis: Zunichst wird gezeigt, dass L™ (T)= L™ (T *T)

Jede Klausel, die in L™ (T *T ) auftritt, muss also aus den in L™ (T ) auftretenden Klauseln

folgen. Nun sei

A4, > (Aj — 4, ) eine Klausel in L™'(7 *T). Dann gilt: S =1
Daher gibt es / und m, so dass

t,., =t =1.

ij ijm :tlmk

Also enthilt L™ (T) die Klauseln:

(A[,-] VAV A])/\(A[l.] VA v Am)/\(A[,] VA v Ak) =
(A[,-] VAV (Al A Am))/\ (mv Ak) =

(v 4, v 4,)

Womit die Behauptung gezeigt ist.

Um den Riickschluss

LT *T)= L7(T)

fiir ein vollstidndiges Feld zu zeigen, wird gezeigt, dass
TcTx*T.

Nunsei 7, =1.Da T vollsténdig ist, ist auch #,,, =1. Und damit gilt

t. -t "t =1.Daher:

ijk " tijk

2n
Sijk = Ztu‘p g tpgr =1
p.q=l

Jede Klausel, die in L™ (T ) auftritt ist dann also auch eine Klausel in L™ (T *T )und die

behauptete Aquivalenz ist nachgewiesen.

Das Feld T * T muss nicht mehr vollstindig sein.
Fiir ein vollstandiges Feld bildet man eine Folge von Feldern:

Ty =T
Tty st die Vervollstandigung des Feldes 7, * 7}, .

Da T{;) vollsténdig ist, gilt: 7{,) < T{,.,). In einem Iterationsschritt &ndern sich also nur Nullen

auf Einsen. Die vorhandenen Einsen bleiben erhalten.

Nach spiitestens p = 8n’ stagniert die Iteration und es gilt: T,n=T

p+l p)




Das Feld T{, ist also mit O(ng) Rechenoperationen berechenbar.
T, wird als Abschluss von T bezeichnet.

Schreibweise: T

Es wurde bereits gezeigt, dass L' (T(k) ) <L (7"(k+1)). Mit vollstédndiger Induktion folgt:

L(T)e L7(T)

Satz 6:

Es sei T ein vollstindiges dreidimensionales Feld und T der Abschluss von 7.

a) Alle Fixpunkte von T sind auch Fixpunkte von T .

b) Tund T besitzen dieselben vollstindigen Fixpunkte.

¢) Alle Zeilen 7,, von T sind Fixpunkte von 7 und damit auch von T . Gibt es eine
vollstindige widerspruchsfreie Zeile T,; von T ,soist die 3-KNF L™'(T) erfiillbar und
B(Tij) ist eine zuldssige Belegung der 3-KNF.

d) Alle Fixpunkte von 7 sind Linearkombinationen der Zeilen 7_‘l.j .

e) Alle Fixpunkte x = (xi) von T sind auch Fixpunkte der Matrix 7, , wenn x, =1 .

f) Alle Matrizen T, sind komplett.

1

g) Gibt es zwei Untermatrizen 7, und T[l.] ,die beide nicht widerspruchsfrei sind, so ist die
3-KNF L™ (T ) nicht erfiillbar. In diesem Falle gilt fiir alle 7, j und &: 7, ;, =1.
h) Es sei ki eine natiirliche Zahl und & = max{n8 K -n } . Gibt es zwei Matrizen T, und

1

T[l.] , die beide nicht mehr als &, widerspruchsfreie vollstindige Fixpunkte besitzen,

so ist die Erfiillbarkeit der 3-KNF L™ (T') mit einem Gesamtaufwand von O(k) booleschen

Operationen entscheidbar.

1) Entwickelt sich beim Abschluss von 7T keine vollstindige widerspruchsfreie Zeile und

entsteht kein Widerspruch in 7, und T[l.] , so kann zundchst tiber die Erfiillbarkeit der

3-KNF L7'(T) keine Aussage gemacht werden.




Beweis:

a)

b)

d)

Es wird gezeigt, dass ein boolescher Vektor, der kein Fixpunkt von T ist, auch kein

Fixpunkt von T ist. Es sei also
x-(x-T)z(yi):&x

Da x c (yi) gibt es 7 mit

x,=0 und y, =1

Daher gibt es j und £, so dass

X, =x, =t,, =1

Da T c T gilt auch t,.; = 1. Daher ergibt sich bei

x'(x'f):(z_/)

2n
Zi = pr 'xq 'tpqi =1.
P-q=1

Da x, =0 ist x kein Fixpunkt von T .

x ist genau dann ein vollstandiger widerspruchsfreier Fixpunkt von 7 beziehungsweise
T, wenn B(x) eine zuldssige Belegung fiir L™ (T') beziehungsweise L™ (7_“ ) ist. Es
gilt L™(T)<> L™(T). Daher besitzen L™ (T') und L™ (T) dieselben zulssigen

Belegungen und damit Tund 7 dieselben vollstindigen widerspruchsfreien
Fixpunkte. Vollstindige Fixpunkte, die nicht widerspruchsfrei sind, besitzen in jeder
Komponente die Belegung mit einer Eins und sind daher bei beiden Feldern identisch.

Es gilt:
T+*T=8=T
Da die Zeile S, als S,, =T, - (T}, -T ) gebildet wird und S, = 7,,, sind alle Zeilen

von T Fixpunkte von T .

Esist e,-T =T, weiterist e,-7,=T,, auBerdem gilt noch x= e, .

iel,

Ist x ein Fixpunkt von T , so gilt:

s eT)n T T | TT-Fe 2T

iel,

iel, Jjel, iel,
=2, T,=2T,
i i,jel,

Es sei x kein Fixpunkt von 7, , dann gibt es
x, =0 und x, =1 sowie ¢, , =1.

Denn damit wird die j-te Komponente in y = (ym ) =x-T, z7u y, =1.




)

h)

i)

Nun wird gezeigt, dass dann auch fiir z = (z, )= x- (x . 7_") gilt: z, =1.

Esist z, = me X

m,n

n .tmnk :

Danun x; =1 und x, =1 sowie 7, , =1 gilt wie behauptet: z, =1.
Daher ist x kein Fixpunkt von T .
Anders herum muss also jeder Fixpunkt von 7 mit x, =1 auch ein Fixpunkt von T,

sein.

Die Matrizen sind vollstiandig, da 7 vollsténdig ist. Dafiir, dass die Matrizen
abgeschlossen sind, wird gezeigt, dass 7,-T, =T, .

Esseit,, =1 und ¢, =1.Zuzeigen ist, dass dannauch 7., =1.

Da T vollstindig ist, ist t,; =1

Damit ist ¢, ,, -¢,, -¢,,, =1. Dies ist nun ein Summand in der Berechnung von ¢, ;, im
Produkt 7+7T .Danun T *T =T gilt, wie verlangt: ti =1

SchlieBlich sind die Matrizen komplett, da jede Zeile der Matrix ein Fixpunkt von 7'
ist. Enthélt ein solcher Fixpunkt einen Widerspruch, so sind alle Komponenten mit 1
belegt.

Fiir einen vollstindigen widerspruchsfreien Fixpunkt x von T gilt: x, =1 oder
xp;) =1. Es handelt sich gemé8 ¢) also entweder um einen Fixpunkt von T, oder um

einen Fixpunkt von 7_”[i] . Beide Matrizen besitzen aber keinen vollstandigen

widerspruchsfreien Fixpunkt, also kann es keinen vollstdndigen widerspruchsfreien

Fixpunkt von T geben und die zugehdrige 3-KNF ist nicht erfiillbar.

Dies ist offensichtlich, denn es konnen alle widerspruchsfreien vollstandigen

Fixpunkte der Matrizen 7, und 7_”[i] mit dem angegebenen Aufwand mit 7 multipliziert

werden, um zu tiberpriifen, ob sie auch Fixpunkte von T sind. Andere vollstindige

widerspruchsfreie Fixpunkt von T kann es gemaf e) nicht geben.

Dies wird durch Beispiel 2 weiter unten gezeigt.




Beispiel 1:

Im Folgenden wird eine 3- KNF angegeben bei der T eine vollstindige widerspruchsfreie
Zeile besitzt:

(A\/B\/D)/\(A\/E\/F)/\(Z\/DVE)/\(A\/@\/E)/\(A\/E\/F)/\
(BvaE)/\(EvCVB)/\(EvaF)

Nummerierung der Elementaraussagen:

A B C D E F

N
S|
o | O
S
— |
o |

1 2 3 4 5 6

Mit AvDVE < D—(E—>A) : 7,,,=1
Mit AvBvD < D—(Ad—>B) : iy,,=1

Als Tautologie D — (E - l_)) D otpsi =1

=1 = f,5,=1

Also Losiotos toqo

~N

Mit AVBVF < A—B—>F) : £,,,=1

Also lT1057't1052't726:1 = t1056:1
Mit AVCVE o A—(E—>C) : f,,=1
Als Tautologie D—>(E—>E) : 1,,5=1

Also lT1057't1055't759:1 = 1‘1059:1

Dies liefert den vollstandigen widerspruchsfreien Vektor

x=(010011101100)
Und es gilt: x < T}, |

B(x) lautet:

A B C D E F

f w f f w w

Da B(x) eine erfiillende Belegung der vorgegebenen KNF ist, ist x auch ein Fixpunkt von 7 .
Esgilt: x=T, ;.

Die vorgestellte 3-KNF gehort zu keiner Klasse, von der bereits bekannt ist, dass ihre
Erfiillbarkeit in Polynomialzeit entschieden werden kann [3], [4].




Beispiel 2:
Hierbei wird eine 3-KNF G konstruiert, die nicht erfiillbar ist. Der Abschluss des Feldes L(G)
zeigt jedoch keinen Widerspruch:

Man geht von den moglichen 32 5-Klauseln aus, die jede der Elementaraussagen 4,B,C,D,E
oder ihre Negation als Literale enthalten. Unter Hinzunahme von weiteren 64

Elementaraussagen F| --- F;, werden diese wie im Beispiel in 3-Klauseln zerlegt.
(AvaCvaE)c(AvaFl)/\ (171 vaFz)/\ (172 vaE)

Dadurch ergeben sich 96 3-Klauseln aus 69 Elementaraussagen und ihren Negationen. Da alle
moglichen 5-Klauseln der Elementaraussagen 4, B,C,D, E Resolventen der 3-KNF sind, ist
auch diese 3-KNF nicht erfiillbar. Der Abschluss des Feldes L(G)weist aber keinen

Widerspruch auf.

Hoher dimensionale Felder

Vorgegeben sei ein dreidimensionales Feld 7' = (tij ‘ )

Durch die einfache Multiplikation des Feldes mit sich entsteht ein vierdimensionales Feld:

T-T=S=(s,.)

In L (S ) treten neben den bereits in L™ (T ) vorhandenen 3-Klauseln, die zu dquivalenten
4-Klauseln erweitert sind, noch Resolventen der 3-Klauseln aus L' (T ) auf. Es gilt also:
L'(T)e L'(S).

Hier kann nun folgende Abbildung boolescher Vektoren gebildet werden:

F, x> x-(x-(x-7))

Wie im zwei und dreidimensionalen Fall werden erfiillende Belegungen der KNF genau durch

widerspruchsfeie vollstindige Fixpunkte der Abbildung F, gegeben. Analog zum

dreidimensionalen Fall kann nach Vervollstindigung des Feldes ein Produkt des Feldes
gebildet werden, dass nach wiederholter Anwendung dazu fiihrt, dass alle Zeilen des Feldes
auch Fixpunkte des Feldes sind:

SxS=U=u,,,) mit
2n

Uikt = Zsi_/kp Sijka Sijkr " Spari-
P-q,r=1




Nach Bildung des Produktes wird das Feld vervollstindigt.
Der Aufwand zur Ermittlung des Abschlusses von S betrigt O((n)11 )

Die Menge der 3-KNF, deren Erfiillbarkeit auf diesem Wege entschieden kann, ist groBer als
die Menge, die durch dreidimensionale Felder entschieden werden kann.

SchlieBlich kann S wiederholt mit 7’ multipliziert werden. Bei jeder Multiplikation erhéht sich
die Dimension um Eins. Die Menge der entscheidbaren KNF vergrofert sich einerseits,

andererseits wichst der Rechenaufwand zu O(n 3"_1) fur ein k-dimensionales Feld.

Ist eine KNF gegeben deren Klauseln maximal m Literale mit m > 3 enthalten, so kann
einerseits eine erfiillbarkeitsdquivalente 3-KNF gebildet werden. Die KNF kann aber auch
direkt auf ein m-dimensionales Feld S abgebildet werden. Fiihrt der Abschluss dieses Feldes
nicht zur Entscheidung iiber die Erfiillbarkeit der KNF, so kann die Dimension wie folgt um 1
erhoht werden:

Es sei E dasjenige dreidimensionale Feld, fiir das L' (E ) die 3-KNF ist, deren Klauseln genau
die Tautologien in den vorliegenden Elementaraussagen sind. Nun wird W = E - S gebildet.
Dieses Feld besitzt die Dimension m +1und es gilt: L™ (W) <> L™(S). Entsprechend konnen,

wenn erforderlich weitere hoherdimensionale Felder gebildet werden.

Eine KNF heifit k-dicht, wenn k& die kleinste natiirliche Zahl ist, so dass die Erfiillbarkeit der
KNF {iber ein k-dimensionales Feld entschieden werden kann.

Satz 7:

Fiir jede KNF mit n Elementaraussagen gibt es ein k < n, so dass die KNF k-dicht ist. Der
Aufwand, um die Erfiillbarkeit der KNF zu entscheiden betrigt dann O(n - )

n
Fiir &k >

1
I, 2+ st dies grofer als ol2’).

Beweis:

Es wird gezeigt, dass spétestens das n-dimensionale Feld zu einer Entscheidung iiber die
Erfiillbarkeit der KNF fiihrt. Natiirlich kann bereits ein niederdimensionales Feld zu einer
Entscheidung flihren.

Vorgegeben sei eine KNF. M sei das zugehdrige n-dimensionale abgeschlossene Feld. Es

werden die Zeilen M _— betrachtet.

Vlﬂ
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Fall 1:
Alle Zeilen beinhalten einen Widerspruch. In diesem Falle ist die KNF nicht erfiillbar.

Fall 2:
Es gibt widerspruchsfreie Zeilen.
Fall 2a:

Gibt es unter den widerspruchsfreien Zeilen wenigstens eine vollstandige Zeile M, ; , so ist

Ty

B(M — ) eine zuldssige Belegung der Elementaraussagen und die KNF wird dariiber erfiillt.

Fall 2b:

Es gibt eine unvollstindige widerspruchsfreie Zeile M, .

Aufgrund der Tautologien gilt fiir die Komponenten:
=-=M =1.

ol ol by

Da die Zeile widerspruchsfrei ist, werden durch B(M — ) (n-1) Elementaraussagen belegt.
Da die Zeile ein Fixpunkt ist, tritt durch diese Belegung kein Widerspruch in der KNF auf. Es

fehlt nur noch die Belegung einer letzten Elementaraussage A, . Angenommen die Belegung

von 4, mit ,,Wahr* fiihrt zum Widerspruch in der KNF.
Dann muss es eine Klausel der Form:

A Zik v A, geben, wobei D < { i, } .

In diesem Falle wire aber im abgeschlossenen Feld M die Komponente

=1.

iy ool [Y]

Dies steht im Widerspruch dazu, dass die Zeile M, , unvollstindig ist. Also liefert die

iy

Belegung B(M . ) und zusitzlich A, mit ,,Wahr* eine zuldssige Belegung der KNF und die
KNF ist erfiillbar.
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